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摘　　　要：为了对矢量推力台架进行结构参数设计与优化，进行了台架的各向同性和灵敏度分析。考虑到

各向同性和对称性密切相关，提出了矢量推力台架中测力单元对称分布定义，并推导了对称分布下，测力单元

坐标满足的特征方程。基于１阶静力影响系数矩阵的条件数这一指标对测力单元对称分布的六分力台架进

行了各向同性分析，发现对称六分力台架２∶２∶２构型可具有完全各向同性，而３∶２∶１构型只能具有力矩

各向同性；并经过优化分布半径和方位角得到理想２∶２∶２构型需满足狉狓＝狉狔＝狉狕 和（θ狓，θ狔，θ狕）＝（０°，９０°，

１８０°）或（９０°，１８０°，２７０°），理想３∶２∶１构型需满足狉狓 槡＝ ３狉狕／２和θ狓＝０°。研究了两种实际台架和两种理想

台架的联系和区别，并通过对实际台架进行各向同性和灵敏度分析，发现台架具有力或者力矩各向同性会导

致力或者力矩灵敏度也具有各向同性；力和力矩灵敏度都与相关联的测力单元的弹性杆柔度成正比，力矩灵

敏度与相关联的测力单元分布半径成反比。该研究方法和结论对设计与建造推力矢量发动机测力台架具有

一定的理论与方法方面的指导意义。
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　　由于六分力测力系统能同时测量任意外力的

３个分力和３个力矩，因此被广泛应用于航空、航

天、车辆工程、机器人等领域，大到航空发动机矢

量推力台架，中到风洞试验中的六分力天平，小到

微型机器人手指关节处的测力传感器。该类系统

一般由运动部分（包括平移和转动）、固定部分和

６个弹性测力单元组成，每个测力单元上安装了

拉／压力传感器。６个测力单元被并行放置在运

动部分和固定部分之间，通过挠性件或球铰等相

互连接。

航空发动机矢量推力台架以六分力台架为主

要代表，是一种常规意义上六维力传感器各分量

解耦测量范畴，主要用来测量航空矢量发动机尾

喷管偏转产生的矢量推力。如美国阿诺德工程发

展中心Ｃ１／Ｃ２试验舱
［１］和格林研究中心推进系

统实验室（ＰＳＬ）的ＰＳＬ３／ＰＳＬ４试验舱
［２］的六

分力台架。与常用的Ｓｔｅｗａｒｔ结构
［３］相比，六分

力台架的动架是长方体框架而不是圆盘，从而易

于在６个表面上分布相互正交的测力单元来实现

力及力矩之间的相互解耦。图１所示为实际应用

的两种六分力台架，其构型为２∶２∶２型（１／２，

３／４，５／６）和３∶２∶１型（５／４′／６′，１／２，３）。这里

前面型号数字表示在长方体动架的３组相对表面

上放置的测力单元个数［４］，括号内数字表示图１

中所示测力单元标号。

在众多刻画六分力台架的性能指标中，各向

同性和灵敏度［５］是反映台架性能优劣的两个重要

指标：当六分力台架具有各向同性时，整个结构有

最佳的力和运动传递性能，各个测力单元负载均

衡，因此能获得更大的量程和更高的精度。当台

图１　动架和６个测力单元分布图

Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏａｔｉｎｇｆｒａｍｅａｎｄｓｉｘｃｅｌｌｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

架灵敏度越高时，对矢量推力微小变化的识别能

力就越高。

关于六分力台架各向同性和灵敏度方面研究

工作较少，很多已有研究集中在Ｓｔｅｗａｒｔ结构方

面。在各向同性定义方面，Ｕｃｈｉｙａｍａ等
［６］将Ｊａ

ｃｏｂｉ矩阵的条件数作为衡量各向同性的指标，认

为条件数为１的构型满足各向同性。考虑到力和

力矩的量纲不同，熊有伦［７］将各向同性分为力各

向同性和力矩各向同性。赵永生、姚建涛等［８９］结

合奇异值定义了各向同性度的概念，综合考虑逆

映射矩阵的性质。

在Ｓｔｅｗａｒｔ结构的各向同性性能优化方面，

主要有理论分析和数值优化两类方法。理论分析

方面，王洪瑞等［１０１１］论证了Ｓｔｅｗａｒｔ六分力传感

器的各向同性只和上下平台半径，分支单元长度

和方位角之差有关。赵克定等［１２］解析推导了Ｊａ

ｃｏｂｉ矩阵，求出了各奇异值并用矩阵谱范数的形

式构造了各向同性的解析形式。数值优化方面，

赵延治等［１３］以加权各向同性度为目标并用 Ｍａｔ

４５３１
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ｌａｂ优化工具数值求解。Ｔａｏ等
［１４］采用有限元方

法对传感器各向同性性能进行优化。由于理论分

析时参数太多且相互关联，导致需求解的非线性

方程组过于繁杂，而数值优化方面缺少计算效率

高、稳定的优化算法，这些都严重制约了并联机构

的优化设计进程。

大部分能直接进行理论分析的六分力传感器

都满足一定对称性，基于这些对称性就可以用较

少几何参数［１１１２］或者复合单叶双曲面［１５１６］来定

义、分析各向同性。本文首先提出了六分力台架

上测力单元对称性分布定义以及其坐标应满足的

特征方程，然后基于这些特征方程，解析推导出

Ｊａｃｏｂｉ矩阵所有特征值，从而可直接进行台架各

向同性和灵敏度性能分析和优化设计。

１　六分力台架的各向同性

根据螺旋理论［１７］，动架和６个测力单元组成

的六分力台架满足静力学平衡方程

∑
６

犻＝１

犳犻Χ犻 ＝犉＋∈犕 （１）

　　写成矩阵形式犌犳＝犉ｗ 为

犛１ 犛２ 犛３ 犛４ 犛５ 犛６

犛０１ 犛０２ 犛０３ 犛０４ 犛０５ 犛
［ ］

０６

犳＝ ［ ］犉
犕

（２）

式中犉＝（犉狓，犉狔，犉狕）
Ｔ，犕＝（犕狓，犕狔，犕狕）

Ｔ 为作

用在动架上的矢量推力犉ｗ 的３个分力和３个力

矩，犳
Ｔ＝（犳１，犳２，…，犳６）为６个测力单元上的反

力组成的矢量；犛犻，犛０（ ）犻 表示第犻个测力单元的

Ｐｌüｃｋｅｒ坐标，其中犛犻 表示该测力单元的单位方

向向量，犛０犻＝狉０×犛犻 表示动架与测力单元连接点

处位置向量狉０ 与犛犻的叉积。方程组（２）的前３行

表示力的平衡，后３行表示力矩的平衡。矩阵犌

被称为１阶静力影响系数矩阵（Ｊａｃｏｂｉ矩阵），矩

阵犌的性质决定了测力台架的各种性能，如奇异

性、各向同性、灵敏度等。

矩阵犌的条件数ｃｏｎｄ（犌）被用来衡量六分力

台架的各向同性性能，其定义为

ｃｏｎｄ（犌）＝
λｍａｘ（犌犌

Ｔ）

λｍｉｎ（犌犌
Ｔ槡 ）

（３）

这里λ表示矩阵犓＝犌犌
Ｔ 的特征值。

由于力和力矩量纲不同，直接用ｃｏｎｄ（犌）来

衡量各向同性较为含混，因此将各向同性分为力

各向同性和力矩各向同性并分别进行分析。

将犌中与力相关的前３行子矩阵记为犌犉，与

力矩相关的后３行子矩阵记为犌犕，则有

犓＝犌犌
Ｔ
＝
犌犉犌

Ｔ
犉 犌犉犌

Ｔ
犕

犌犕犌
Ｔ
犉 犌犕犌

Ｔ［ ］
犕

＝
犓１１ 犓１２

犓２１ 犓
［ ］

２２

（４）

　　式（４）中如果子矩阵犓１２＝犓
Ｔ
２１＝０，则表示各

测力单元的力和力矩之间实现了完全解耦。根据

矩阵理论［１８］：当犓１２＝犓
Ｔ
２１＝０时，子矩阵犓１１和

犓２２的特征值就是犓的所有特征值。该结论意味

着力各向同性和力矩各向同性可以通过子矩阵

犓１１和犓２２的特征值来进行分析，即

ｃｏｎｄ（犌犉）＝
λｍａｘ（犓１１）

λｍｉｎ（犓１１槡 ）
（５）

ｃｏｎｄ（犌犕）＝
λｍａｘ（犓２２）

λｍｉｎ（犓２２槡 ）
（６）

　　如果犓１１的３个特征值相同，则ｃｏｎｄ（犌犉）＝

１，测力台架满足力各向同性；如果犓２２的３个特

征值相同，则ｃｏｎｄ（犌犕）＝１，测力台架满足力矩各

向同性。如果犓１１和犓２２的６个特征值全部相等，

该测力台架具有完全各向同性。

２　对称性和特征方程

在动架某个平面上（以图２中平行于狓犗狔的

面狕＝犎１为例），在以局部坐标系原点为圆心和以

狉狕 为半径的圆周上，均匀分布狀个点 （狓犻，狔犻｛ ｝）狀
犻＝１，

这些点被称为一组对称点。特别地，当狀＝１时，

取为原点 犗狕，图２中 Ｓ１、Ｓ２、…、Ｓ６为传感器

代号。

定理１　如果狀个点是对称点，则其坐标满

足下面的特征方程：

狓１＋狓２＋…＋狓狀 ＝０

狔１＋狔２＋…＋狔狀 ＝
烅
烄

烆 ０
（７）

　　证明：当狀＝１时，（狓１，狔１）＝（０，０）显然满足。

当狀≥２时，这些点的极坐标为

（狓犻，狔犻）＝ （狉狕ｃｏｓα犻，狉狕ｓｉｎα犻），犻＝１，２，…，狀

其中角度α犻＝θ狕＋（犻－１）×
２π
狀
，犻＝１，２，…，狀。这

里θ狕 表示狓轴正半轴与向量（狓１，狔１）围成的圆心

角，也被称为方位角。

利用欧拉公式［１９］ｅθ犻＝ｃｏｓθ＋犻ｓｉｎθ，可知复数

狉狕ｅ
α１犻＋狉狕ｅ

α２犻＋…＋狉狕ｅ
α狀犻的实部和虚部恰好是

狓１＋狓２＋…＋狓狀 和狔１＋狔２＋…＋狔狀。而

狉狕ｅ
α１犻＋狉狕ｅ

α２犻＋…＋狉狕ｅ
α狀犻 ＝

狉狕 ｅ
θ狕犻＋ｅ

（θ狕＋
２π
狀
）犻
＋…＋ｅ θ狕＋

（狀－１）×
２π［ ］狀｛ ｝犻 ＝

狉狕ｅ
θ狕犻 １＋ｅ

２π
狀犻＋ｅ

２×
２π
狀犻＋ｅ

（狀－１）×
２π
狀［ ］犻 ＝

狉狕ｅ
θ狕犻 １－ ｅ

２π
狀（ ）［ ］犻 狀 ／１－ｅ

２π
狀（ ）｛ ｝犻

＝０
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　　上面最后一步用到了等比数列求和公式，这

就证明了式（７）中两个特征方程成立。

证毕。

从物理上，特征方程（式（７））表明均质正多边

形物体的重心位于外接圆的圆心。

式（７）是一组对称点所具有的最基本的性质，

对于常用的狀＝３情形，其坐标还满足其他等式，

下面进行具体说明。

定理２　如果 （狓犻，狔犻｛ ｝）３
犻＝１是一组对称点，

则有

狓１狔１＋狓２狔２＋狓３狔３ ＝０ （８）

　　证明：将左端转化为极坐标

狓１狔１＋狓２狔２＋狓３狔３ ＝

狉２狕（ｓｉｎα１ｃｏｓα１＋ｓｉｎα２ｃｏｓα２＋ｓｉｎα３ｃｏｓα３）＝

狉２狕
２
（ｓｉｎ２α１＋ｓｉｎ２α２＋ｓｉｎ２α３）

式中（α１，α２，α３）＝（θ狕，θ狕＋１２０°，θ狕＋２４０°），由此

得（２α１，２α２，２α３）＝（２θ狕，２θ狕＋２４０°，２θ狕＋１２０°＋

３６０°）表明２α１，２α３，２α２ 相互之间的夹角也为

１２０°，将按圆心角２α１，２α３，２α２ 分布在半径为
狉２狕
２
的

圆周上的３个点记为 （珚狓犻，珔狔犻｛ ｝）３
犻＝１，由于这３个点

是一组对称点，根据式（７）中第２个式子得

珔狔１＋珔狔２＋珔狔３ ＝狓１狔１＋狓２狔２＋狓３狔３ ＝０

　　证毕。

　　在平面狓＝犔１，狔＝犠１ 可以得到与式（７）和式

（８）类似的特征方程。

３　六分力台架各向同性分析

３１　完全各向同性的２∶２∶２构型

以图２所示２∶２∶２构型六分力台架为例，其

具体构型为：在动架平面狓＝犔１ 上点（犔１，狔１，狕１）和

（犔１，狔２，狕２）处布置两个方向沿着犲１＝（１，０，０）的测

力单元；在平面狔＝犠１ 上两点（狓３，犠１，狕３）和（狓４，

犠１，狕４）处布置平行于犲２＝（０，１，０）的测力单元；在

平面狕＝犎１ 上两点（狓５，狔５，犎１）和（狓６，狔６，犎１）处布

置平行于犲３＝（０，０，１）的两个测力单元。

根据式（２）得到１阶静力影响矩阵犌为

犌＝

１ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ １

０ ０ －狕３ －狕４ 狔５ 狔６

狕１ 狕２ ０ ０ －狓５ －狓６

－狔１ －狔２ 狓３ 狓４

熿

燀

燄

燅０ ０

　　进一步得到犓＝犌犌
Ｔ 为

犓＝
犓１１ 犓１２

犓２１ 犓
［ ］

２２

＝
２犐 犓Ｔ

２１

犓２１ 犓
［ ］

２２

（９）

其中

犓２１ ＝

０ －狕３－狕４ 狔５＋狔６

狕１＋狕２ ０ －狓５－狓６

－狔１－狔２ 狓３＋狓４

熿

燀

燄

燅０

，

犓２２ ＝

狔
２
５＋狔

２
６＋狕

２
３＋狕

２
４ －狓５狔５－狓６狔６ －狓３狕３－狓４狕４

－狓５狔５－狓６狔６ 狓２５＋狓
２
６＋狕

２
１＋狕

２
２ －狔１狕１－狔２狕２

－狓３狕３－狓４狕４ －狔１狕１－狔２狕２ 狓２３＋狓
２
４＋狔

２
１＋狔

熿

燀

燄

燅
２
２

　　坐标轴与３个面狓＝犔１，狔＝犠１，狕＝犎１ 的交

点分别为犗狓，犗狔，犗狕，在各个面上分别将两个测力

单元对称分布在以犗狓，犗狔，犗狕 为圆心以狉狓，狉狔，狉狕

为半径的圆周上。根据特征方程式（７），可知

犓２１＝犓
Ｔ
１２＝０３×３，因此犓退化为一个块对角矩阵。

将犓２２用极坐标表示为

犓２２ ＝

２（狉２狕ｓｉｎ
２
θ狕＋狉

２
狔ｓｉｎ

２
θ狔） －狉

２
狕ｓｉｎ２θ狕 －狉

２
狔ｓｉｎ２θ狔

－狉
２
狕ｓｉｎ２θ狕 ２（狉２狕ｃｏｓ

２
θ狕＋狉

２
狓ｓｉｎ

２
θ狓） －狉

２
狓ｓｉｎ２θ狓

－狉
２
狔ｓｉｎ２θ狔 －狉

２
狓ｓｉｎ２θ狓 ２（狉２狔ｃｏｓ

２
θ狔＋狉

２
狓ｃｏｓ

２
θ狓

熿

燀

燄

燅）

　　上述矩阵中参数θ狓，θ狔，θ狕 分别表示３个面上

各组测力单元的方位角。为了进一步简化求解，

假设狉狓＝狉狔＝狉狕＝狉。通过搜索求解，得到当（θ狓，

θ狔，θ狕）＝（０°，９０°，１８０°）或（９０°，１８０°，２７０°）时，矩

阵犓２２的３个特征值都等于２狉
２。特别地取狉＝１，

可知犓的６个特征值全部等于２，该六分力台架

满足完全各向同性，两种满足完全各向同性的构

型如图２所示。

３２　力矩各向同性的３∶２∶１构型

将６个测力单元按照３∶２∶１的数量放置在

动架表面狕＝犎１，狓＝犔１ 和狔＝犠１ 上，在这种情

形下，１阶静力影响系数矩阵为犌为
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图２　两种完全各向同性的２∶２∶２构型

Ｆｉｇ．２　Ｔｗｏｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｉｓｏｔｒｏｐｉｃ２∶２∶２ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

犌＝

１ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ １

０ ０ －狕３ 狔４ 狔５ 狔６

狕１ 狕２ ０ －狓４ －狓５ －狓６

－狔１ －狔２ 狓３

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

　　矩阵犓＝犌犌
Ｔ 与矩阵（９）结构相似，其中

犓１１ ＝

２ ０ ０

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ３

，

犓２１ ＝

０ －狕３ 狔４＋狔５＋狔６

狕１＋狕２ ０ －狓４－狓５－狓６

－狔１－狔２ 狓３

熿

燀

燄

燅０

犓２２ ＝

狔
２
４＋狔

２
５＋狔

２
６＋狕

２
３ －狓４狔４－狓５狔５－狓６狔６ －狓３狕３

－狓４狔４－狓５狔５－狓６狔６ 狓２４＋狓
２
５＋狓

２
６＋狕

２
１＋狕

２
２ －狔１狕１－狔２狕２

－狓３狕３ －狔１狕１－狔２狕２ 狓２３＋狔
２
１＋狔

熿

燀

燄

燅
２
２

　　在每个面上都将测力单元沿着犗狓，犗狔，犗狕 对

称分布，则根据特征方程（式（７）），子矩阵犓２１＝

犓Ｔ１２＝０３×３，因此犓退化为一个块对角矩阵。由于

犓１１的３个特征值分别是２、１、３，因此对称的

３∶２∶１构型无论如何改变参数都无法获得力的

各向同性。如果选择合适的参数使得犓２２的３个

特征值相等，这种构型依然可以满足力矩各向同

性。根据式（８）可知犓２２中－狓４狔４－狓５狔５－狓６狔６＝

０，另外在面狔＝犠１ 上，由于只有一个测力单元，

对称性分布要求狓３＝狕３＝０。

这样犓２２进一步简化为

犓２２ ＝

狔
２
４＋狔

２
５＋狔

２
６＋狕

２
３ ０ ０

０ 狓２４＋狓
２
５＋狓

２
６＋狕

２
１＋狕

２
２ －狔１狕１－狔２狕２

０ －狔１狕１－狔２狕２ 狓２３＋狔
２
１＋狔

熿

燀

燄

燅
２
２

　　将犓２２用极坐标表示为

犓２２ ＝

３狉２狕／２ ０ ０

０ ３狉２狕／２＋２狉
２
狓ｓｉｎ

２
θ狓 －狉

２
狓ｓｉｎ２θ狓

０ －狉
２
狓ｓｉｎ２θ狓 ２狉２狓ｃｏｓ

２
θ

熿

燀

燄

燅狓

　　通过搜索求解，得到θ狓＝０°，狉狓 槡＝ ３狉狕／２时，

犓２２的３个特征值全部等于３狉
２
狕／２或者２狉

２
狓，从而

实现了理想３∶２∶１构型的力矩各向同性，其具

体构型如图３所示。

满足各向同性的理想２∶２∶２和３∶２∶１台

架实现了３个分力和３个力矩完全解耦，这样从

转换中心（坐标系原点）施加力或力矩时，只在对

应方向产生微小平动或转动。各组测力单元的功

能明确且任务分配均衡，有利于获得一致的测量

精度。

３３　实际台架的各向同性分析

由于航空发动机的几何特征和推力特性，前

述的两种理想台架无法直接应用到工程实际中，

需要对动架的结构和测力单元的分布进行一定的

调整。

图３　力矩各向同性的３∶２∶１构型

Ｆｉｇ．３　Ｔｏｒｑｕｅｉｓｏｔｒｏｐｉｃ３∶２∶１ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

航空发动机的长径比较大（以４∶１为例说

明），故动架框架往往是长方体而不是正方体。另

外发动机产生的推力主要沿轴向方向［２０］，分力

犉狔，犉狕 大小不超过犉ｗ 大小的一半（喷管偏转角

小于３０°）。飞行过程中，犉ｗ 产生的力矩以俯仰力
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矩犕狔 为主，滚转力矩 犕狓 和其他两种力矩相比

很小。这些比例和大小关系在进行台架各向同性

设计时应予以考虑。

以２∶２∶２构型为例：由于台架的各向同性

是针对转换中心而言的［７］，因此首先需要确定转

换中心。根据发动机结构对称性，转换中心应位

于发动机的轴线上，其狓坐标取为如图１所示中

间立柱处狓坐标。

将测力单元３和４向左平移到中间立柱，并

以半径狉狔 对称分布在犃 和犅 处。这就是图２中

所示的理想构型１，惟一不同的是狉狕＝２狉狓＝２狉狔。

由于犓１１的３个特征值都为２，故该结构满足力各

向同性。但考虑到轴向推力犉狓 较大，实际中应

选用更大量程的测力单元１和２来承受该力。由

于矩阵犓２２的特征值分别２狉
２
狔，２狉

２
狕，２狉

２
狓，故结构满

足力矩的正交各向异性。由于与俯仰力矩有关的

特征值２狉２狕 是其他两个特征值的４倍，因此该结

构可以承受更大的俯仰力矩。

为了方便发动机的装卸，动架常被设计成一

种半包围结构，这种结构导致无法在犃处安装测

力单元。另外，为了减少动架结构在分力犉狔 下

的变形量，需要将犃和犅 处的测力单元分别移动

到３和４处。

虽然各向同性对旋转具有不变性，但对于平

移不具有不变性［７］。这种移动会导致整个结构的

各向同性发生改变，具体地，犓１１的特征值不变，

犓２２的特征值变化情况为：由于测力单元３、４向右

平移导致力矩耦合，故和偏转力矩相关的第３个

特征值增加为（ 槡１１＋ ９７）狉２狓／２。同时３、４之间距

离减半导致与滚转力矩相关的第１个特征值减小

为（ 槡１１－ ９７）狉２狔／２。考虑到发动机推力产生的滚

转力矩很小，这种平移对力矩测量带来影响十分

有限。

对于理想３∶２∶１构型，设平面上均匀分布

在半径为狉狕 的圆上３个测力单元坐标分别为

（－狉狕，０），（狉狕／２，槡３狉狕／２）和（狉狕／２， 槡－ ３狉狕／２）。从

文中第３．２节中约束狉狓 槡＝ ３狉狕／２可知后两个点

的位置也为（狉狕／２，狉狓）和（狉狕／２，－狉狓）。图１中的

实际３∶２∶１构型中的５，４′，６′测力单元的坐标

为（－狉狕，０），（狉狕，狉狓），（狉狕，－狉狓），相当于把理想构

型的后两个测力单元向尾部平移狉狕／２。这种构

型改变导致犓１１的特征值不变，犓２２的特征值变化

为２狉２狓，３狉
２
狕，６狉

２
狓。这种变化虽然破坏了力矩各向

同性，但使得俯仰力矩相关的特征值从３狉２狕／２增

加到３狉２狕。另外，３号测力单元从中间立柱平移到

右端立柱，使得与偏转力矩 犕狕 相关的特征值从

２狉２狓 增加到２狉
２
狓＋狉

２
狕＝６狉

２
狓。３个力矩的特征值大

小顺序和实际推力产生的真实力矩的大小顺序刚

好符合。

实际台架由于装配误差及受力后台架的结构

发生变形，会导致测力单元和动架相对位置发生

微小的位置移动和角度偏斜。这些微变形导致台

架最初设计的解耦特性被破坏，各向同性特性也

随之改变。因此，在使用一段时间后，需要对台架

加载校准力进行校准，以提高测量精度及评估各

向同性的变化情况。

４　六分力台架灵敏度分析

灵敏度也是六分力台架结构设计中需要考虑

的重要指标。不同于普通推力台架只需要考虑发

动机轴向的灵敏度，六分力矢量推力台架需要考

６个测力单元的综合灵敏度。

影响台架灵敏度的因素可分为测力单元自身

因素和台架的结构因素，前者包括弹性杆的刚度，

应变片粘贴位置及力敏元件中电桥的灵敏度，后

者主要指动架结构和动架上测力单元的分布，这

里仅考虑弹性杆的刚度和结构因素对灵敏度的

影响。

根据静力学平衡方程犌犳＝犉ｗ，可得到

犳＝犌
－１犉ｗ ＝犆犉ｗ （１０）

式中犆＝犌－１。根据胡克定律，第犻个测力单元的

弹性杆上轴向反力和应变片粘贴处的轴向变形成

正比，即犳犻＝犽犻Δ犾犻，犽犻是第犻个弹性杆刚度参数，

记６个测力单元上的弹性杆的刚度组成的向量为

犽Ｔ＝（犽１，犽２，…，犽６）。

记犔Ｔ＝（犾１，犾２，…，犾６）为６个测力单元上的轴

向变形组成的向量，则由式（１０）得

犽犔＝犆犉ｗ （１１）

这里表示向量的 Ｈａｄａｍａｒｄ积。

对于推力发动机台架，其灵敏度定义为弹性

杆轴向变形和轴向推力之比犔狓／犉狓，即单位轴向

力作用下产生的轴向变形。

对于六分力台架，在单位力作用下，６个测力

单元都可能产生变形，故需要用犔的范数来刻画

灵敏度。工程中用加载３个单位力犲１，犲２，犲３ 和３

个单位力矩犲４，犲５，犲６，然后计算 犔 ２ 的方法得到

３个力灵敏度犛犉狓，犛犉狔，犛犉狕和３个力矩灵敏度

犛犕狓，犛犕狔，犛犕狕。

以犛犉狓为例，加载犉ｗ＝犲１＝（１，０，０，０，０，０）
Ｔ，
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根据（１０）式得

犽犔＝犆犲１ ＝犆１ （１２）

式中犆１ 表示矩阵犆的第１列，由上式解出犔＝

犽－１犆１＝狑犆１，狑
Ｔ＝（狑１，狑２，…，狑６）是６个测

力单元的柔度参数狑犻＝１／犽犻 组成的向量。进一

步得犛犉狓＝ 犔 ２＝ （狑犆１，狑犆１槡 ），同理得到

其他灵敏度并全部列出

犛犉狓 ＝ （狑犆１，狑犆１槡 ）

犛犉
狔
＝ （狑犆２，狑犆２槡 ）

犛犉狕 ＝ （狑犆３，狑犆３槡

烅

烄

烆 ）

犛犕狓 ＝ （狑犆４，狑犆４槡 ）

犛犕
狔
＝ （狑犆５，狑犆５槡 ）

犛犕狕 ＝ （狑犆６，狑犆６槡

烅

烄

烆 ）

　　计算得到理想２∶２∶２构型的灵敏度分别为

犛犉狓 ＝ 狑２１＋狑槡
２
２／２

犛犉
狔
＝ 狑２３＋狑槡

２
４／２

犛犉狕 ＝ 狑２５＋狑槡
２
６／

烅

烄

烆 ２

犛犕狓 ＝ 狑２３＋狑槡
２
４／（２狉狔）

犛犕
狔
＝ 狑２５＋狑槡

２
６／（２狉狕）

犛犕狕 ＝ 狑２１＋狑槡
２
２／（２狉狓

烅

烄

烆 ）

　　计算得到理想３∶２∶１构型的灵敏度分别为

犛犉狓 ＝ 狑２１＋狑槡
２
２／２

犛犉
狔
＝狑３

犛犉狕 ＝ 狑３４′＋狑
２
５＋狑

２
６槡 ′／

烅

烄

烆 ３

犛犕狓 ＝ 狑２４′＋狑
２
６槡 ′／（槡３狉狕）

犛犕
狔
＝ 狑２４′＋４狑

２
５＋狑

２
６槡 ′／（３狉狕）

犛犕狕 ＝ 狑２１＋狑槡
２
２／（２狉狓

烅

烄

烆 ）

　　可见力和力矩灵敏度都与相关联的弹性杆柔

度成正比，且力矩灵敏度与相关联的测力单元对

称分布的半径成反比。如果力或者力矩具有各向

同性，则相应力或者力矩灵敏度也具有各向同性。

灵敏度各向同性实现了各个测量单元对转换中心

施加的力或者力矩具有相同的变形响应，从而利

于捕捉各个方向力或力矩细微变化。

通过对图１中的实际２∶２∶２台架的灵敏度

计算发现，和理想２∶２∶２台架的灵敏度相比，只

有 犛犉
狔
＝ （狑２１＋狑

２
２）狉

２
狕＋４狑

２
３狉
２

槡 狓／２狉狓，犛犕狓 ＝

狑２３＋狑槡
２
４／狉狔 和原来不同，这种改变的是由单元

３和４的移位引起的。另外，如果增加测量轴向

推力的单元１和２的量程，则随着柔度狑１，狑２ 的

降低，犛犉狓，犛犉狔，犛犕狕 都会降低。如果增加测量俯

仰力矩的单元５和６之间的分布半径狉狕，则犛犕
狔

会明显减小。

对比实际和理想３∶２∶１台架的灵敏度发

现，由 于 ４′，６′ 后 移 导 致 犛犉狕 减 小 为

狑３
４′＋２狑

２
５＋狑

２
６槡 ′／４及力矩灵敏度犛犕

狔
减小为

狑２
４′＋４狑

２
５＋狑

２
６槡 ′／（４狉狕）。另外，由于３移动到右

侧立柱导致力犉狔 和力矩犕狕 出现耦合，使得犛犉
狔

增加为狑３＋ （狑２１＋狑
２
２）狉

２
槡 狕／（２狉狓）。其他的３个

灵敏度保持不变。

５　结　论

基于螺旋理论和特征方程，解析推导了对称

六分力台架的１阶静力影响系数矩阵犌及犓＝

犌犌Ｔ。研究了六分力台架各向同性和灵敏度及它

们与结构参数的关系，得到下述结论：

１）各个方向测力单元对称分布有利于实现

力和力矩之间完全解耦，有利于得到矩阵犌犌Ｔ 的

特征值显示表达式，从而方便分析结构各向同性

和灵敏度。

２）理想２∶２∶２构型的六分力台架可实现

完全各向同性。构型参数中半径应满足狉狓 ＝

狉狔 ＝狉狕，角度（θ狓，θ狔，θ狕）＝ （０，９０°，１８０°）或（９０°，

１８０°，２７０°）；理想３∶２∶１构型的六分力台架只

能实现力矩各向同性，构型参数应满足狉狓 ＝

槡３狉狕／２，θ狓 ＝０°。

３）当六分力台架满足力或力矩各向同性时，

其对应力灵敏度或者力矩灵敏度也满足各向同性。

４）理想台架可作为实际台架设计的基础，在

设计实际台架时，需要根据发动机的几何特征，矢

量推力的力和力矩特性，对理想台架３个方向上

的测力单元刚度、分布半径、和空间位置进行合理

调整，以实现台架刚度、各向同性和灵敏度的综合

协调最优。

上述研究方法和结果对设计与建设国内急需

发展的推力矢量发动机测力台架具有一定的理论

与方法方面的指导意义，有助于建立基于并联结构

的推力矢量台架性能分析与优化设计的理论基础。
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